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Предложен новый подход к обоснованию лучевой сейсмики, основанный на фиксации ампли-
туды вектора смещений и сведении уравнений теории упругости к системе неявно заданных 
функций. Это позволяет определить функциональную зависимость между временем прихо-
да волны и пространственными координатами. В результате получена система векторных 
уравнений. Собственные значения матрицы, входящие в эту систему, являются уравнениями 
эйконала. Показано, что для произвольно анизотропной и неоднородной упругой среды мак-
симальное количество уравнений эйконала равно трем.
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The proposed new approach to seismic radiation, is based on fixing the amplitude of the 
displacement vector, reduce them to a system of implicit functions. This allows you to find the 
functional dependence between the time of arrival of the waves and spatial coordinates. The system 
of vector equations. The eigenvalues of the matrix in the system are the equations of eikonal. It is 
shown that for arbitrarily anisotropic and heterogeneous elastic medium, the maximum number of 
equations eikonal equal to three.
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Лучевой метод сейсморазведки основан на решении уравнения эй-
конала. Развитие теории сейсморазведки требует получения уравнения 
эйконала для анизотропных сред. Уравнение эйконала, как правило, 
получают путем разложения в ряды вектора смещения в частотной 
области [1] или использования свойств решения уравнений Ламе для 
частных случаев анизотропии [2]. Известны методы получения урав-
нения эйконала, основанные на методе характеристик, используемом 
для анализа дифференциальных уравнений в частных производных и 
приведения их к каноническому виду [3].

Основной целью настоящего исследования является вывод 
уравнения эйконала для неоднородных произвольно анизотропных 
сред. Под произвольно анизотропной средой понимается полный 
тензор упругих параметров в законе Гука, отличающийся от тензора 
упругих параметров в изотропной среде. При этом под анизотропией 
будем понимать анизотропию, связанную с внутренним строением 
горной породы, так называемую «макроанизотропию» [4]. В связи с 
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этим никаких ограничений на симметричность 
матрицы упругих параметров накладываться 
не будет.

В простейшем случае однородной изотроп-
ной среды уравнение эйконала имеет вид [5]

 2
2

1(grad )t
V

 ,

где t = t(x, y, z) – время прихода волны в точку на-
блюдения; x, y, z – пространственные координаты 
точки наблюдения в декартовой системе коорди-
нат; V – скорость (продольная иди поперечная) 
распространения волны в изотропной упругой 
среде.

1. Исходные уравнения теории упругости 
(уравнения Ламе) [6].

Уравнения теории упругости в векторном 
виде включают трехкомпонентный вектор смеще-
ния S = iSx + jSy + kSz , где i, j, k – орты декартовой 
системы координат, Sx, Sy, Sz – проекции вектора 
смещения на оси координат; девятикомпонентный 

вектор напряжений 

















z

y

x

P
P
P

P , где Px, Py, Pz – трех-

компонентные векторы упругих напряжений, воз-
никающих в среде под действием силы, направлен-
ной соответственно по осям x, y, z; девятикомпо-

нентный вектор деформаций 
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В настоящей статье вектор понимается как вектор-
столбец.

Взаимосвязи между упругими полями уста-
навливаются с помощью следующих уравнений:

– закон Гука P = He, где H – матрица упругих 
параметров размерности 9x9 элементов;

– уравнения равновесия

 ,

 ,

 ,

где ρ – удельная плотность; zyx FFF kjiF   – 
вектор внешних массовых сил.

Упругие параметры среды и плотность явля-
ются функциями пространственных координат: 
H = H (x, y, z), ρ = ρ (x, y, z).

2. Рассмотрим вывод уравнения эйконала для 
анизотропных неоднородных сред непосредствен-
но исходя из уравнений Ламе. Введем вектор 

скорости смещения x y zV V V
t


   


V S i j k . 

Тогда систему уравнений Ламе и закон Гука мож-
но переписать в виде

 ,

 ,

 ,

 .

Зафиксируем амплитуду компонент векто-
ра-функции скорости смещений, т. е. положим 

1xV C , 2yV C , 3zV C , где C1, C2, C3  – не-
которые константы. Аналогично зафиксируем 
амплитуду вектора-функции напряжений P(x, y, 
z, t). Будем предполагать, что существуют такие 
числа, которым можно приравнять компоненты 
указанных векторов V и P. В результате получим 
систему уравнений, состоящих из трех уравнений 
неявно заданных функций [7] пространственных 
координат и времени вектора смещений, а также 
девяти уравнений неявно заданных функций 
вектора напряжений. Такая система уравнений по-
зволяет установить зависимость времени прихода 
упругого поля от пространственных координат 
в виде множества неявных функций t = t(x, y, z), 
определяющих моменты прихода волны в точку 
наблюдения.

3. Получим уравнения, которым удовлет-
воряют функции t = t(x, y, z), которые являются 
искомыми в настоящей работе.

Введем новую векторную функцию скоро-
сти смещения ( , , ) ( , , , ( , , ))x y z x y z t x y zV V  и 
векторную функцию напряжений ( , , )x y z P P  

( , , , ( , , ))x y z t x y z P . В этом случае любая произ-
водная от вектора скорости смещений и вектора 
напряжений будет равна нулю:

( , , ) 0x y z
t





V , div 0x P , div 0y P , div 0z P .

Следуя правилу дифференцирования слож-
ных функций, получим
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Отсюда
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где Нx, Нy, Нz – подматрицы матрицы Н размер-
ностью 3x9.

Аналогично получим для уравнения равно-
весия

где значок « » означает операцию транспони-
рования.

В развернутом виде последнее уравнение с 
учетом (1) примет вид

где 
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Таким образом, получена система уравнений 

вида

 ( , , ) ( , , )t t x y z t t x y zA
t  


 


V F ,  (2)

где матрица А имеет вид

 .
Символом [0] обозначены нулевые вектор-

столбцы размерностью 3x1.
Из условия действительности собственных 

значений следует, что матрица должна удовлет-

,

,

.
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ворять равенству ААТ = АТА  или А = АТ, из чего 
следует, что матрица упругих параметров должна 
быть симметричной Н = НТ. В противном случае 
собственные значения матрицы могут быть ком-
плексными. Этот случай здесь рассматриваться 
не будет, поскольку требует дополнительных 
исследований.

Отметим, что матрица упругих парамет-
ров  Н и плотность ρ сохраняют зависимость 
от пространственных координат: H = H (x, y, z), 
ρ = ρ (x, y, z). 

Вне источников система уравнений (2) ста-
новится однородной, из чего следует, что соб-
ственные значения матрицы А (предполагая ее 
диагонализируемой [8]) должны быть равны нулю. 
Эти собственные значения и являются искомыми 
тремя уравнениями эйконала – три годографа, 
описывающие распространение волнового поля в 
анизотропной неоднородной среде. Эти уравнения 
являются собственными значениями матрицы А:

 

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и, как следствие, удовлетворяют в произвольно 
анизотропной неоднородной среде кубическому 
алгебраическому уравнению в соответствии с 
размерностью этой матрицы.

Из условия равенства нулю собственных 
значений матрицы А следует, что определитель 
этой матрицы также будет равен нулю det(A) = 0. 
Это и является общим уравнением эйконала для 
произвольно анизотропной неоднородной среды. 
В общем случае результатом решения является 
три независимых функции годографа в виде про-
изведения L1 L2 L3 =0 собственных значений ма-
трицы А. В соответствие с этим общее уравнение 
эйконала распадается на три уравнения. Для на-
хождения конкретных выражений для уравнений 
эйконала положим

 ,

 ,

 ,
где V1, V2, V3 – некоторые произвольные матрицы-
функции пространственных координат, получаю-
щиеся из матрицы A. Тогда, приравнивая опреде-
литель матрицы A и произведение собственных 
значений, получим

или

.

Приравнивая нулю величины при одинаковых 
степенях производных по пространственным ко-
ординатам от времени, найдем матрицы V1, V2, V3 
в зависимости от упругих параметров, заданных 
матрицей H. Общее количество неизвестных рав-
но 27, в то время как матрица упругих параметров 
включает 9х9=81 элемент. Это означает, что не все 
упругие параметры, точнее их комбинации, будут 
определять скорость распространения волн в ани-
зотропной неоднородной среде. Отсюда следует 
вывод, что существует такая комбинация упругих 
параметров, которая не влияет на скорость рас-
пространения, а изменяет только форму импульса.

В области источников определитель матри-
цы A не будет равен нулю. Тогда, воспользовав-
шись представлением A = ν[L]ν–1, где ν – матрица, 
составленная из собственных векторов матрицы 
A, получим

1
( , , ) ( , , ) ( , , )[ ]t t x y z t t x y z t t x y zA v L v

t t

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 
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 
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 


V F .

Учитывая диагональность матрицы соб-
ственных значений [L], из последнего уравнения 
получим неоднородное уравнение эйконала в 
терминах собственных значений матрицы A. Вне 
источников система становиться однородной 

1
( , , )[ ] 0t t x y zL v

t








V , откуда следует, что в силу 

произвольности ( , , )t t x y zF  и заданной матрицы A 
все собственные значения должны быть равны 
нулю.

Условие t = t(x, y, z) для вектора смещения 
приводит к выводу, что градиент времени мож-
но рассматривать как выражение импедансного 
типа, получаемое дифференцированием неявной 
функции:

grad

vv v

v v v

VV V
t t t yx zt V V Vx y z

t t t

 
          

    
  

i j k i j k ,

},,{ zyxv  .
В случае разрыва упругих параметров данное 

представление позволяет установить граничные 
условия для годографа t = t(x, y, z) и получить 
конструктивный алгоритм вычисления градиента 
времени по экспериментальным данным.

4. Рассмотрим частный случай. Для неодно-
родной изотропной среды матрица упругих пара-
метров имеет вид
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,

где ,  – параметры Ламе.
Матрица

 

имеет три собственных значения, два из которых 
равны между собой:

 ,

 ,
где .

Вне источников собственные значения 
должны быть равны нулю, отсюда получаем три 
отдельных уравнения эйконала для продольных 
Vp и поперечных Vs  волн относительно трех 
функций годографа, две из которых также равны 
между собой:

, , 

.

Выводы

1. Получена система уравнений эйконала в 
случае анизотропной неоднородной среды. При 
этом каких-либо приближений, например корот-
коволнового, не использовалось.

2. В анизотропной неоднородной среде 
могут распространяться только три волны в со-
ответствии с количеством уравнений эйконала. 
Данный вывод совпадает с полученным ранее 
результатом [9] с использованием другого под-
хода. В однородной произвольно анизотропной 

среде каждая волна будет описываться трехос-
ным эллипсоидом, что приводит в общем случае 
к 9 скоростям распространения упругого поля в 
разных направлениях.

3. Важным геологическим результатом на-
стоящего исследования является наиболее полное 
описание распространения упругого поля в лучевом 
приближении. Это обстоятельство важно для изу-
чения сложнопостроенных и уникальных по своим 
геолого-геофизическим свойствам горных пород.
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